BEOBACHTUNGEN UBER DIE INTEGRALE
DER FORMELN [ xP~1dx(1 — x")i !
NACHDEM NACH DER INTEGRATION x = 1
GESETZT WORDEN IST *

Leonhard Euler

§1 Die Integralformel
/xp’ldx(l - x”)%’l

oder auf diese Weise ausgedriickt

/ xPldx

hier im Begriff zu betrachten, nehme ich die Exponenten 7, p und g an, gan-
ze positive Zahlen zu sein, weil sie ja, wenn sie solche nicht wéren, leicht
auf diese Form zuriickgefiihrt werden konnten. Des Weiteren habe ich nicht
beschlossen, das Intergral dieser Formel hier im Allgemeinen griindlich zu
erwédgen, sondern nur seinen Wert, welchen es erhilt, wenn nach der Inte-
gration x = 1 gesetzt wird, nachdem natiirlich die Integration so durchfiihrt
worden war, dass das Intergral nach Festsetzen von x = 0 verschwindet.

Zuerst besteht namlich kein Zweifel, dass in diesem Fall x = 1 das Integral
um Vieles einfacher ausgedriickt wird; und aufSerdem, sooft in der Analysis
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zu Formeln dieser Art gelangt wird, pflegt meistens nicht so das unbestimmte
Integral fiir irgendeinen Wert von x wie das bestimmte fiir den natiirlich
besonderen Wert x = 1 verlangt zu werden.

§2 Es ist aber bekannt, dass im Fall, in dem nach der Integration x = 1
. xP—ldx . . .
gesetzt wird, das Integral [ Ve auf die Weise durch ein Produkt
unendlich vieler Faktoren ausgedriickt wird, dass ist:
ptq n(p+q+n) 2n(p+q+2n) 3n(p+g+3n)
pa (p+m)(g+n) (p+2n)(q+2n) (p+3n)(q+3n)
dessen erster Faktor 277 freilich nicht an das Bildungsgesetz der folgenden

gebunden ist. Weil dies aber dennoch nicht im Wege steht, ist es klar, dass die
Exponenten p und g miteinander vertauschbar sind, sodass ist:

etc.,

/ xPldx / x11dx
n/(l_xn)n—q "/(1 _xn)n—p 4
welche Gleichheit freilich sogar leicht per se gezeigt wird. Aber dieses unend-

liche Produkt wird uns zu anderen, um vieles grofiere Dingen geleiten, mit
denen diese Integrale mehr ans Licht gebracht werden werden.

§3 Damit ich aber fiir Kiirze beim Schreiben sorge und nicht die Miihe habe,

. . xP=1ldx . . .
den Schriftzug dieser Formel [ V(T sooft zu wiederholen, mochte ich
fiir jeden Exponenten 7 an ihrer Stelle schreiben:

(5)

B _ P ldx :
so dass ( q) den Wert der Integralformel | V) in dem Fall bezeichnet,
in welchem nach der Integration x = 1 festgelegt wird. Und weil wir ja

gesehen haben, dass in diesem Fall ist:

/ xP~ldx _/ X7 1dx
iy ey

ist es offenbar, dass sein wird:



p
dieselbe Grofie bedeuten. So, wenn eines Beispiels wegen n = 4 war, wird

sein:

so dass fiir jeden Wert des Exponenten n diese Ausdriicke <g) und <ﬂ>

G)-0) -l tass

Durch ein unendliches Produkt wird man aber haben:
3\ _(2)_ 5 49 813 1217
2) " \3) 23 6.7 1011 14.15 ¢

§4 Nun bemerke ich zuerst, wenn die Exponenten p und g grofier als der Ex-
ponent n waren, dass die Integralformel immer auf eine andere zuriickgefiihrt
werden kann, in welcher diese Exponenten unter n herabgesenkt werden. Weil
namlich gilt:

/ xPldx  p—n / xP~1dx
St prgn ] gaee

wird unter Verwendung der Schreibweise hier sein:

(075 )

q) pra-n\ q )’

wodurch, wenn p > n war, die Formel auf eine andere, in welcher der Expo-
nent p kleiner ist als n, zurtickgefiihrt wird, was auch wegen der Vertausch-
barkeit" iiber den anderen Exponenten g festzuhalten ist. Deswegen wird es
uns, im Begriff diese Formeln zu erforschen, geniigen, fiir jeden Exponenten
n die Exponenten p und g kleiner als selbigen anzunehmen, weil ja nach

Erledigen von diesen alle Félle, in denen sie grofsere Werte haben wiirden,
dorthin reduziert werden konnen.

§5 Sofort tritt es aber klar zutage, dass die Fille, in denen entweder p = n
oder g = n ist, uneingeschrankt oder algebraisch integrierbar sind. Wenn
ndmlich g = n war, wird wegen (%) = f xP~ldx = %, nach Setzen von x = 1:

(B) _1 und auf die gleiche Weise <n> _1 sein.
n p q q

'im Original: commutabilitas



Und diese sind die einzigen Félle, in denen unsere Integralformeln uneinge-
schrankt dageboten werden konnen, wenn freilich p und g den Exponenten n
nicht tibersteigen. In allen iibrigen Féllen wird die Integration entweder die
Quadratur des Kreises oder sogar hohere Quadraturen verwickeln, welche
ich hier griindlich betrachten will.

Nach diesen Formeln (%) oder <%) , deren Wert uneingeschrankt = % ist, kom-

men also die, deren Wert allein durch die Quadratur des Kreises ausgedrtickt
wird; dann aber folgen die, die eine gewisse hohere Quadratur erfordern und
ich werde versuchen, diese hoheren Quadraturen so auf die einfachste Form
wie die kleinste Zahl zuriickzufiihren.

§6 Weil die Zahlen p und g kleiner als der Exponent n festgelegt werden,
sind die Formeln (g) allein durch die Quadratur des Kreises integrierbar, in
denen p + g = n ist. Es sei ndmlich g = n — p und unsere Formel:

< p > B <n—p> B / xPldx / x1-1dx
n-p P VA= S A=y
wird mit diesem Produkt ausgedriickt werden:

n n-2n 2n-3n 3n-4n
. . - etc.,

p(n—p) (n+p)@n—p) @u+p)Bn—p) GBn+p)(dn—p)

was auf diese Weise dargestellt:

1 mm  4nn 9nn
p nn—pp 4nn—pp 9nn— pp

etc.

mit dem Produkt tibereinstimmt, mit welchem ich den Sinus eines Winkels aus-
gedriickt habe. Daher, wenn 7t fiir den halben Umfang des Kreises genommen
wird, dessen Radius = 1 ist, und zugleich das Mafs zweier rechter Winkel
darbietet, wird sein:

(2)- ()i
n—p N p _nsinpn—n_nsin%'

§7 In den iibrigen Fillen, in denen weder p = n noch 4 = n und auch
nicht p + g = n ist, kann das Integral sogar weder uneingeschrankt noch




durch die Quadratur des Kreises dargeboten werden, sondern umfasst eine
andere bestimmte hohere Quadratur. Und in der Tat fordern die einzelnen
verschiedenen Fille keine eigene Integration dieser Art ein, sondern es sind
mehrere gegeben, mit denen es moglich ist, die verschiedenen miteinander
zu vergleichen. Diese Reduktionen werden aber aus dem oben dargebotenen
unendlichen Produkt deriviert; weil ndmlich ist:

(p)zp-i-q. n(p+q+n) 2n(p+q+2n) - ete.
q 7

pqg (p+n)(g+n) (p+2n)(q+2n)

wird auf die gleiche Weise sein:

<p+q> ptg+r n(p+q+r+n) 2n(p+q+r+2n)
= : . - etc,,
r (p+q)r (p+g+n)(r+n) (p+q+2n)(r+2n)
nach Multiplizieren welcher miteinander erhalten wird:
PY(p+a) _
q r
ptq+r nn(pt+q+r+n)  dnn(p+q+r+2n) ot

pagr (p+n)(g+n)(r+n) (p+2n)(q+2n)(r+2n)

wo die drei Groflen p, g, ¥ miteinander vertauschbar sind.

§8 Daher erreichen wir also durch Vertauschen dieser Grofien p, g, r die
folgenden Reduktionen:

5 () =B () =D ()

woher aus einigen gegebenen Formeln mehrere andere bestimmt werden
konnen. Wie wenn beispielsweise q +r = n oder r = n — q ist, wird wegen:

g+ry 1 g\ _ 7
(5) =5 () =
() -
q n—gq npsin%
(620) ()
n—q q npsin %

sein:

und auch:




Darauf, wenn p + g +r = n oder r = n — p — q ist, wird sein:

nsiflr:f (5) - nsizq” (é) - nsjz P (g)’

n n

woher hervorstechende Reduktionen von der einen auf die anderen entsprin-
gen, mit denen die Menge der fiir unser Ziel notwendigen Reduktionen
gewaltig vermindert wird.

§9 Aufierdem erlangen wir in der Tat, indem fiir p, g, r bestimmte Zahlen
angenommen werden, die folgenden Gleichheiten von Produkten aus je zwei

Former ) G)-G) ()

—_

N A W U N U U N
N T N N N N N N N N

NI WIUT i B WO QI Wbk WW

—_

N T N N N N N N N N
= =N RO NN NW RRW NN =N
NP W U A S U U P
N T N N N N N N N N
INI NN QIO NI NN RO NGO N =

—ION RO PRI NI QW WW NW —~W

wo freilich mehrere auftauchen, die schon in den tibrigen enthalten sind.



§10 Nachdem gleichsam diese Grundlagen vorausgeschickt worden sind,

mochte ich die allgemeine Formel [ _ 2 ldx _ in welcher ich die Zahlen p

und g den Exponenten 7 nicht zu iiberragen annehme, in aus dem Exponenten
n hergeholte Klassen trennen, so dass die Werte n = 1,n =2,n = 3,n = 4 etc.
die erste, zweite, dritte etc. Klasse liefern werden.

Und die erste Klasse, in der n = 1 ist, umfasst freilich die eine einzige Formel
(%), deren Wert = 1 ist. Die zweite Klasse, in welcher n = 2 ist, enthilt diese
Formeln (1), (2) und (3), deren Entwicklung per se offenbar ist. Die dritte

Klasse, in der n = 3 ist, hat diese:
LY (2) (3) (2) (3) (3
1/'\1/)’\1)"\2)"\2/)"\3)"
Die vierte Klasse hingegen, in der n = 4 ist, diese:

(1) 6)6) () () ) (&) (3)- (5)- ()

und so wichst in den folgenden Klassen die Anzahl der Formeln geméfs den
Dreieckszahlen. Diese Klassen wollen wir also der Reihe nach durchgehen.

—1
FORMEN DER 2-TEN KLASSE f 2"”—”19‘ — <E>
v/ (1—x2)2—4q q

Es ist hier freilich klar, dass diese Formeln entweder uneingeschrankt oder
durch die Quadratur des Kreises ausgedriickt werden; denn diese (2) und (3)
sind uneingeschriankt gegeben und wegen 1+ 1 = 2 ist die {ibrige ﬁ =7
wenn wir also der Kiirze wegen % = a setzen, wie wir es nattirlich in den

folgenden Klassen machen werden, werden alle Formeln dieser Klasse so

definiert:
2 2 1
()-1(G)-2
1 =u
1) =w



-1
FORMEN DER 3-TEN KLASSE [ 24 (p)

Vi—opa  \4

Weil hier n = 3 ist, ist die die Quadratur des Kreises involvierende Formel:

2 T . 2
1) = 3snz wir wollen also 1) = « festlegen;
3

aber die ilibrigen Formeln, die nicht uneingeschrankt gegeben sind, involvieren
hohere Quadratur und freilich die eine einzige (%), welche wir mit dem
Buchstaben A anzeigen wollen; nach Erlauben von dieser werden wir die
Werte aller Formeln dieser Klasse angeben konnen:

()1 ()-50) -5
()= ()%

-1
FORMEN DER 4-TEN KLASSE [ 42— (” )

Y/ (1—x4)4-a —\4

Weil hier n = 4 ist, haben wir zwei von der Quadratur des Kreises abhdngende
Formeln, deren Werte, weil sie bekannt sind, wir so anzeigen werden:

3 T 2 T
— — = d — = — = .
(1> 4sin 7 aun <2> 4sin%T” p

Auflerdem ist eine einzige eine hohere Quadratur involvierende Formel von
Noten, nach Einrdumen welcher wir alle {ibrigen erkennen werden. Wir wollen
(%) = A festlegen und alle Formeln dieser Klasse werden so bestimmt werden:

PRXORYORROR
)-0)-20)-5




-1
FORMEN DER 5-TEN KLASSE [ Sxp—dx — (E)
R/ (1—x5)5—1 q

Weil hier n = 5 ist, wollen wir sofort diese von der Quadratur des Kreises
abhiangenden Formeln anmerken:

4 7T 3 T
— —_ = d — = — = .
<1> 5sinZ " <2> 5sin 22 p

Es sind aber dartiiber hinaus zwei neue Quadraturen von Noten, die dieser
Klasse eigen sind, welche wir so bezeichnen wollen:

(§)-1 wa ()

aus welchen alle tibrigen so bestimmt werden:
Sy (=L Sy eyl ey L,
1) "’\2) 2'\3) 3’\4) 4’'\5) 5’
B (DB (B
1) "’'\2) A’\3) 2B’

p

-1
FORMEN DER 6-TEN KLASSE [ 24X — (E)
R/ (1—x6)6—1 q

Hier ist n = 6 und die die Quadratur des Kreises involvierenden Formeln

SN (Ao m g (B
1) “esinz ~ “'\2) “esinzx P'\3) T esiniz

Aber die Werte aller iibrigen hdangen dartiiber hinaus von diesen zwei Quadra-

()1 w ()

sind:

turen ab:



und sie werden sich so zu verhalten entdeckt:

()13 () -10)- 4

()=o) -5 () 5() -4 (D)
() -8)-+-()-5.()- 2
(5)-%.6)-()
(5)-2.()-2

(-5

-1
FORMEN DER 7-TEN KLASSE [ Ay <E>
A/ (1=x7)7=4q q

Weil n = 7 ist, werden die von der Quadratur des Kreises abhdngenden
Formeln so bezeichnet:

O\ (BT s ()
1) 7sinZ  "'\2)  7sin22  "7\3 _7sin37"_7’

auflerdem werden aber diese Formeln eingefiihrt:

)220

und werden nach Geben dieser alle Formen so bestimmt werden:

10



A
(0 ()+0)4.0) -2 ()-8
1 "\ 2 "\ 3 aB '\ 4 2aBC "\ 5 3aBC’
4 xB (4 4 4 Yy
(1)=%)-2(G)-7(5) -2
(1) =% () =5 -(5) =
1 v "\2 A "\ 3 ’
2 xB (2 aBBC
<1):v'(2>: 1A’
1) A
(1) ="

xP~Ldx _(pr

FORMEN DER 8-TEN KLASSE f W = (q)

Weil hier n = 8 ist, werden die die Quadratur des Kreises verwickelnden

Formeln sein:
N m (o r g
1) 8sinf '\2) 8sinZ "’

() s () =g =
3) " ssinz  '\4) " gsiniE

Nun werden aber die drei folgenden Formeln als bekannt angesehen:

()20 (5)-c

11



und aus diesen werden alle Formeln dieser Klasse so bestimmt werden:
By (B)_1 (8)_1 (8)_1 (8 1
1) “'\2) 2'\3) 3’\4) 4’\5) 5’
BY U1 (8) 1 (8) 1.
6/ 6’'\7) 7’\8) 8’

1)~ %\2)7a"\3)72"\a) T3c’'\5) Tac’
() - (D) -2 () -5 (0)-2.(2) -2
7 p 7 o
(6>_5B’(7>:6A;
G)A(gg);ﬁ‘(g)%(921(;3%(2)31&
6) 4aBC’
(-5 ()= 0)- ()2 () -
<1)_ 7'(2>_7A’<3>_C'<4)—5,
(1)-5 ()% (3) -5
(32?’(;):“@?'
-3

Es ist moglich, daher diese Reduktionen auf die folgenden Klassen, soweit
wie es beliebt, fortzusetzen. Wie sich also daher im Allgemeinen die Integrale
der einzelnen Formeln verhalten werden, wollen wir nun darlegen.

ENTWICKLUNG DER ALLGEMEINEN FORM
f _ xPdx Lay P

/1x1’li’lq

Zuerst sind also diese Formeln uneingeschrankt integrierbar:

(-1 -3 @3-

12



Darauf sind die von der Quadratur des Kreises abhdngenden Formeln:

(7)o (152) = (522) (12 i

die Progression welcher GrofSen schliefilich zu sich selbst zuriickkehrt, weil
auch ist:

(n:):‘5’<ni3>:7'(,132):5,(,1;):“.

Aufserdem miissen aber die hoheren Quadraturen zur Hilfe genommen wer-
den, die so dargestellt werden:

(") =4 (") = ("57) = ("5) =pee.

deren Anzahl in jedem Fall von selbst bestimmt werden, weil diese Formeln
schliefslich in sich selbst zurtickkehren.

Nachdem aber diese Formeln zugelassen worden sind, werden ganz und
gar alle sich auf dieselbe Klasse beziehenden definiert werden kénnen. Wir
werden aber haben, indem von der Formel (”T_l) = x, wie wir oben die
Formeln geordnet haben, nach unten abgestiegen wird,

n—1 n—2 n—3 xB

() = () = (57) =

n—4\ aC (n—-5\ _ aD (n—-6 —@etc

1 oy U1 s '\ ) e T
welche Werte sich riickwirts genommen so verhalten:

()-%(0)-2.()- 5=

n—1
1

Dann aber, indem von derselben Formel (
wird, werden diese Formeln definiert:

n—1 . n—1 _ﬁ n—1 _ n—1 —it
1 )%\ 2 )T a'\"3 )72\ a ) T3¢

deren letzte sein wird:

) = « horizontal fortgeschritten

n—1Y\ o
n—-1) (n—-2A"

13



die vorletzte:

<Z:;> - (n—ﬁS)B'

(Z::D C —74)c ete.

Indem auf die gleiche Weise von der Formel (%5

1-2) = B sowohl herunterge-
gangen, als auch horizontal fortgeschritten wird, werden wir die Werte der

anderen erlangen. Durch Herabsteigen freilich:

()= ()-2 (") =51

die vorvorletzte:

A
(n—5> _ apCD <n—6> _ apDE (n —7> _ apEF otc
2 Y5A T\ 2 seA T\ 2 eCA 7
wo die letze sein wird:
2\ apBC
<2> - A
die vorletzte:
3 aBCD
<2> = 5eA etc.
und indem horizontal fortgeschritten wird:
n—2\ n—2 2 YA
(2)‘5’<3> ocB<4) 20¢BC
n—2 JeA n— eCA n—2
< 5 >:31xCD’< 6 >:4aDE ( 7 > 5a EFetC"
deren letzte sein wird:

(Z:§> " (n —ﬁZ;}XBC ’

()

Weiter, indem von der Formel ( =7 herabgestlegen wird, gelangen wir
zu diesen Formeln:

("57) = < ) (55%) =52

n—6\ «BCDE (n— apyDEF (n—8\ afyEFG
3 - 6eAB beCAB "\ 3 N

die vorletzte:

tc.
elnAB <<

14



und indem horizontal fortgeschritten wird:

n—3\ _ n—3\ 6 (n—3\  7oeA

< 3 )‘7’( 4 >_sz( 5 >_2aﬁCD’
<n—3> _ JeCAB (n—3> _ elnAB <n—3> _ [nbAB o
6 30BCDE '\ 7 40BDEF "\ 8 5aBEFG

tc.

Auf die gleiche Weise, indem von der Formel (27*) = ¢ aus heruntergegangen
wird, erhalten wir:

n—4 n—>5 n—6 aDE
(7)o () =2 (57) =
n—7\ aBDEF (n—-8\ apfyDEFG (n-9\ «apyéEFGH
4 ) €AB '\ 4 )  emABC '\ 4 )  €ln0ABC

etc.
und indem horizontal fortgeschrittem wird:

n—4 s n—4 _E
4 - 5 ~aD’

(n—4> deCA <n—4> _ delnAB

6 ) 2aBDE’\ 7 )  3apyDEF’
n—4\  elnbABC n—4\  {nttABC otc
8 ) 4apyDEFG’'\ 9 ~ 5aByEFGH

Und auf diese Weise werden schliefilich die Werte aller Formeln aufgefunden.
Wir wollen diese allgemeinen Reduktionen anwenden auf die

-1
FORMEN DER 9-TEN KLASSE [ 524X — <E>
A/ (1—x9)9—1 q

Dort werden wegen n = 9 die die Quadratur des Kreises involvierenden

Formeln sein:
(5)=+5)=0-(8) () -+

daheriste =96, = v,y = B ,0 = a. Darauf werden die dafiir erforderlichen
neuen Quadraturen festgelegt:

()= (8)-0)-<(2) o

15



und so wird sein:
E=C,F=B und G=A4;

und nach Einrdumen dieser vier Werte werden alle Werte der neunten Klasse
angegeben werden konnen, welche wir in der gleichen Struktur, wie wir es
frither gemacht haben, darstellen wollen:

(05010103

~

6 _aB (6 _p (6)_  (6)_10 (6) _ 70A
1) 7 p\2)"7\3) 77" \4)7ac’\5) " 20pCD"’

N N N N~
I
= =R = = =
m\m‘?\m > & %‘U‘e‘ﬁ
N N
NIN N W
N~
I
>
Ndie
>g

S~ N/ N7 N7 N N
el Bl S I OO I I Y O |

Die Struktur dieser Formeln verdient auch im Allgemeinen, indem von
links nach rechts gegangen wird, angemerkt zu werden, wo freilich zwei

16



Geschlechter von Progressionen auftauchen, je nachdem ob wir von der ersten
vertikalen Reihe oder der obersten horizontalen beginnen. Auf diese Weise,
indem zuerst von der vertikalen Reihe begonnen wird:

(35 =a, (132) = Ex (52), (55%) = x (%22), (%3%) = £ x (*5?)
(22) = 4, (22) = & x (222), (55) = § x (%59), (25%) = B x (25Y)
(22%) = %, (25%) = 25 x (329),(25) = 30 x (%), (55%) = £ x (559
(254) = 52,(15%) = B9 x (£4).(%5°) = B x (25%), (%57) = §f x (*5°)
(52%) = 2R.(%5°) = £ x (35%), (057) = x (%), (%3%) = 3 x ()
(47%) = 2, (357) = £ (90, (5%) = 35 < (42, (43) = < (35%)

darauf, indem von der obersten horizontalen begonnen wird:
) =105 = § ¢

i
N

X

6 §x (1),(25) = 3 (52).(58) = £ x (49
(5) = 1.(152) = x (§),(2) = 38 x (55%), (35%) = x (=)
(1) = 3050 = £ x (3),(5) = g x (51, (583) = £ x (%53
(1) = 1(258) = £ x (D.(22) = 4 x (32, (2) = B x (23)
(5) = 107) = § % (B),(572) = 12 x (%), () = £ x ()

etc.;

Dort ist das Gesetz, nach welchem diese Formeln voneinander abhingen,
hinreichend klar, wenn wir nur anmerken, dass in jeder der beiden Reihen der
Buchstaben «, B, 7, J, etc. und A, B, C, D, etc. die dem ersten vorausgehenden
Terme einander gleich sind.

SCHLUSSSATZ

Wihrend wir also die Formeln der zweiten Klasse nach Erlauben der Quadra-
tur des Kreises darbieten konnen, erfordern die Formeln der dritten Klasse
dariiber hinaus eine entweder in dieser Formel enthaltene Quadratur

o

/ dx / xdx o«
V=g S A

weil ja, nach Geben einer einzigen, die andere zugleich gegeben ist. Wenn wir
daher diese Formeln durch ein unendliches Produkt ausdriicken, wird deren

= A oder in dieser

17



Wert aufgefunden:

9.-11 12-14
10-10 13-13

5 etc

.7 M

woher ihre Grofie in der Tat ndherungsweise hinreichend bequem erschlossen
werden kann; Auf die gleiche Weise ist:

/ xdx _ 3.7 6-10 9-13 12-16
M—_—x 5.5 8.8 11-11 14-14

etc.

Des Weiteren werden wir alle Formen der vierten Klasse integrieren kénnen,
wenn nur aufler der Quadratur des Kreises eine aus diesen vier Formeln
bekannt war (%) , (%) , (%) , (%), die diese Formeln liefern:

/ xdx _1/ dx _/ dx 4
Yy 2 yaey v

aA xxdx o

dx
| a5 e
xxdx xdx 1 dx B
/¢LﬁJ: %_ﬁZZ/ywa:A'
aber durch ein unendliches Produkt wird sein:

3 4.7 8-11 12-15 16-19
~1-2 5.6 9-10 13-14 17-18

A etc.

Die fiinfte Klasse erfordert diese zwei hoheren Quadraturen (%) = A und
(3) = B, an deren Stelle zwei andere von diesen abhdngende angenommen
werden konnen, welche freilich leichter scheinen mogen, auch wenn wegen
der Primzahl 5 die einen kaum einfacher als die anderen gehalten werden
konnen.

Fiir die sechste Klasse werden auch die zwei Quadraturen (%) = A und
(%) = B verlangt. Aber hier kann anstelle der einen die, die in der dritten
Klasse von Noten war, angenommen werden, dass nur eine einzige neue zu

verwenden ist. Weil ndmlich gilt:

2 «xBB
2

()Z/@ﬁﬁ;ﬂ:;/vﬁ?ﬁﬂzyA’
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wird sein:

20BB / X
A (A =x3)2’
welches die fiir die dritte Klasse verlangte Formel ist. Nachdem also diese
gegeben worden ist, wenn dariiber hinaus diese Formel bekannt wird:

)=/ 7%= -

oder auch diese:

( 4 > xxdx / ﬁl
3 V1 —x6 ~3 J1—xx aB’
welche die einfachsten in der Art sind, werden alle tibrigen durch diese

definiert werden konnen. Nach Kombinieren von diesen tritt es klar zutage,
dass sein wird:

6By s

/vldfx"o':/\s/ldfxx: « :%.

Auf die gleiche Weise wird aus den Formeln der vierten Klasse erschlossen:

/ dx / dx _n
JNVI=xt ) Y12 27

von Theoremen welcher Art eine riesige Menge daher abgeleitet werden kann,
unter welchen dieses besonders merkwiirdig ist:

. (m—n)m
7T SIN —mn

dx dx
/ V1 —xn / Y1—xm (m—mn)sinZ-sinZ’

welches, wenn m und n gebrochene Zahlen sind, in diese Form verwandelt
wird:

/ -4y / 14y 7T sin (— — %) T

v/ (1 — xP)s (1 —x) (ps—qr)smqp”-sin¥'

Im Allgemeinen ist in der Tat:
n—p M

(1) (2= - () ()

7 ARt
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welches diese Form liefert:
/ xP~ 1dx / X dx 7T sin M
V(1 ‘1_11(17—;7)sin’[J ~sin 1%’

woher nicht nur die vorhergehenden Lehrsitze, sondern auch viele andere
leicht deriviert werden. Denn nach Festlegen von n = % werden wir haben:

m__m
ﬂSln(p q>7'[

(/1—xq \/1_xp m(g — p) sin 2 . sin 2 7

q 14

welche sich so weiter ausdehnen lésst:
q P

/ xP~tdx / X1y rsin (1 —2) 7
(1 —xm)d Y/(A—x")P  (mq—np)sinZr . sin I

Wenn in dieser n = 2g gesetzt wird, wird sein:

xP~ldx xT 1dx 7 cos EX

VI—xm {/(1— x20)p - q(m —2p)sin X

Aber wenn in der Integralformel x> = 1 — y™ gesetzt wird, wird sein:

/ xi-1dx m [ y" P ldy

Vsl =y
woher nach Schreiben von x fiir y ist:

xP~ldx xm—P—ldx 27T cos %

Vi—xm ) I—xm  m(m—2p)sinEX

Auf die gleiche Weise, wenn im Allgemeinen fiir die andere Integralformel
1 —x" = y™ festgelegt wird, wird werden:

/ qudx m/ mf’ldy
YA —ymyn=1’

woher, nachdem wiederum x fiir y geschrieben worden ist, erhalten werden
wird:
/ xP~ldx / xM—P=1dx nrsin (1 — )7

YA —xmya S (1 — xm)n- 7 m(mg —np)sin X - sin T8 7
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nrt
m(mq—np)
diese gefilligere Form:

welcher Wert auf (cot % — cot %) reduziert. Und daher resultiert

m+r

“ldx 2n7‘[(tan% — tan 57%)

"2 ldx
/</ nos /\/ )5 m(nr — ms)

Weil das Fundament dieser Reduktionen in dieser Gleichheit gelegen ist:

(1= (=1 - () (7)
I\ ) T )
die auf diese Form zurtickgefiihrt wird:

() () (950 - GE) (50 (5

kann deren Giiltigkeit auf diese Weise direkt gezeigt werden.

Nach in der in §8 angegebenen Reduktion fiir die drei Zahlen p, g, r die-
se n —q, q — p, q genommen worden sind, werden wir haben:

(=) (77 = (5 (5)

dann wird aber, nachdem an derer Stelle n — g, 4 — p, p genommen worden

sind, sein:
()55 = (=) (57
p q—p q—p p )’

nach Multiplizieren welcher Gleichungen miteinander und Wegschaffen der

gemeinsamen Formel < = p) durch Division sein wird:

() (5 (558 - (G5) (55 (5

Ja es kann sogar eine vom Exponenten n nicht abhdngende Gleichheit dreier
Formeln dieser Art dargeboten werden, natiirlich:

()5 07)=(57) G) () -
G )= (5 G) ()
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die sogar vier nicht vom Exponenten n abhidngende Buchstaben involviert
und die der Gleichheit zwischen den Produkten je zweier Formeln &hnlich ist:

) ()= (50 G)-G) ()
p q p q p r
Man hat sogar diese Gleichheit zwischen Produkten je dreier Formeln:
PY(YN(PEaY_ (9 (s) (a9t _
5 OC)-06) G+) -
= (B) (2) (B20) = (B) (Br) (mrotr)
q S q+s q r S
() ()e
q 5 r

In diesen konnen namlich die Buchstaben p, g, r, s auf irgendeine Weise
miteinander vertauscht werden.
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